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ThermoFieldDynamics
に よる熱 拡 散 の理論
中 .村 孔 一一
1.は じめ に
熱 平衡状態にある系では,粒 子の速度分布 は等方的であ って,.巨視的な粒子
の流 れはない。 しか し,温 度が一様 でない非 平衡系で は,温 度差 を駆動力 とし
た物質 の流れが生 じる ことはよ く知 られている。熱拡散 とよばれ る こ の 現象
を,微 視的 な立場か,ら論 じた仕事 は数多 くあるが,そ のほ とん どは,Boltzniann
方程式 などを用 いた運 動学的な議論 に基づいているジ との現象 に対 して,線 型
応答理論 に基づ く議論を展開するこ との難 しさは,流 れをひきお こす原因 を力
学的な摂動 として表現 で きない ところにあ る。 、 ,:
この論文では,梅 沢たちによって提唱 され たthermofielddynamicst)を用
いて,こ の現象 の微視的理論を定式化す ることを試 みる。1
第2節 では,対 象 とす るモデルの導入 と,ther口ofielddynamiCsによる問
題の定式化 を行 う。第3節 では,熱 拡散 による粒子の流 れをes$]1論に よ り求 め
る式 を導 出 し・self--consistentBorn近似で解 を求める。 第4節 では～ 求 めた
近似解が,連 続 の方程式 を満足す ることを確 める。
2.拡 散流密度の計算
問題を定式化する枠組は,熱 伝導に関する江沢の論文2)に従 う。対象 とする
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系 は,次 の よ うなHamiltonianをもつBose粒 子 の ガ スで あ る:
H==正lo十2H'(1)
ただ し,L・,=～砲 山 口)㊨ 義 ∵ ・'`11.'(2)
Ht-1φ・・ω φ・・(蜘(x--y)φi(ツ爾 勅(3)
ここで,μ は系の化学 ポテンシャルを表わす。
系の初期条件 を設定するために,粒 子間の相互作用は,時 刻 仁 一輪 では存
在せず,そ れ以後に断熱的に導入 された と考 える。
thermofielddynamic;では,温 度Tの 熱平衡状態 を表わす"状 態ベク ト
'ル"は
1β〉 一[1⑭ が㈹ －a㈹d(卿 β)]10)⑧10)
1、、(4!
と表 わ され る1)。こ こ で,パ ラ メ ー タ0(k,β)は
sinh2θ(k,β)=1ノ(ePeh:一一1).'(5)
で 与 え られ る 。 た だ し,β=1/加 工(k・ はBoltzmann定 数),Wk± ・k2/2nz'pt
で あ る 。
.・系 の 温度(の 逆 数)が 微 小 量aβ だ け 変 化 し た とす る と,状 態 ベ ク トル は
1β十4β〉=(1・-iG∠iβ)1β〉'『'.(6)
とな る 。 た だ し,
G－⑩(k)dt㈹ －a(k)a(k)}禦 ・
L.、(7)
記法 ¢(x)一(鶴)一(2・)一三14司 鵠)tl(8)
・ 』 三輪_ω 、彦
を導入すると,上のGは
G-1ψ ・(X+ξ/2)・φ(X－ ξ/2)9(e,P)dXd6『'(9)
と書ける・ただし・9(e・P)一一(2π)輌 声 毒 θ⑭(・ ・)
で あb,・,eXPauliの 行iyUT2-(9・nt3)‥1(1・)
を表わす6表 式(9)が 局所的な演算子の積分で表わされていることに着目し
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て・微小な温度変化4β が場所に依存する場合にi式 ・(6)を拡張 しよ うとい
うのが江沢Qア イデアである2)。すなわち・Pa(x)㍉を微小な温度のゆらぎとし
たとき・ 噸 で勧 温度(の逆数)P+P・(X)をもつ 難 が 状齢 タ トル"
は,
う ヨロひ
1β+βa(X)〉=(1-ir【βal)1β〉,'''"(i2)
rip.]一∫di'1(X+ξ/2)・・φ(X－ ξ/2)9(e,β)P.(X)dξdX …(・3)
で与えられると考えられる。
ド ∴'・
時 刻t・-t。。に,系 が 状 態1β+βa(X)〉 に あ6だ と して,t'十分 に後 の 時 刻
tで の粒 子 の 巨 視 的 な流 れ を 計 算 す る こ とが ・ わ れ わ れ の 目的tkfOる6時亥lit
で の流 れ の密 度 は
〈」,(x)〉=〈β+P・(x)I」,H(x)1β+β・(x)〉一'.'(14)
イ
で 与 え られ る。 こ こ でJtH(x)は1{eisenberg表示 で の流 れ の 密 度 の演 算 子 で
あり・相互作用表示での場の演算子G{(x)を用いて次のように書ける:
JIH(x)=U†(t,-tc。)Jl,(¢)σ(t,一－tO。),(15)
Jl,(x)一☆[φ ・・(x)☆φ・㈲ 一(融 ・ω)φ・ω]・ 、.・(・6)・
ただし,変換の演算子σは,'二
U(t,-t。。)一・xp[二`λll〆(tt)司.(・7)
こ こで ・ 瀦'は 相 互 作 用Hamiltonian(3)からつ く られ るthem▲ofield
dynamicHamiltonianであ り,
ガ 議 弗 ・ω 卿)v(x-y)晦(x)¢a(ツ)-dxdy(・8)
宍 始 れ る・,ただし・.ε・=(二亘'1・
式(12)'と(15)を・(14)鮪辺{こ代祐
,働 なゆ 『ぎ βαρ 一群 でを とる
と,
〈晶(x)〉=21m〈 βlT[σ(to。,・-to。)必(x')・r'【βα]]1β〉 ・r・`t・'{19)
と書 け る 。 上 の 式 で,T[...]はT積 を と る こ とを 意 味 す る 。'
こ こ で,次 の よ うな 関 数 を 定 義 す る:
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SaP(x,5')・=〈β17▼[σ(oo,一◎o)φα(エ)φρf(ッ)r【βa]]1β〉(20)
嘔式(16)に注 意 す る と
,(19)はd・L
<J・(x>〉噺21m[☆(∂1
.,,'∂;、)Si・(x・or)]頂(21)
と書 ける。 た だ し,(19)の右辺 でUの 中のt。。を。。で 置 き変 え た。
した が って,拡 散 流 密度 〈Jt(x)〉の計 算 は,式(20)で 定義 され る"グ リ
ーン関数"3。pの計算に帰着される。'
3.摂 動 論 に よ る計 算
・ この節では,式(20)で定義されるS・Pを摂動論によって計算するb
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図1aの よ うな グ ラ フか らの 寄与 だけ を とる とい う近 似(ladder近似 とself・
consistentBorn近似 の組 合 せ)で は,S。Pの運 動 量 表 示, 「
Sa・(P,k)一～d輌 ・二⌒ 一鞠Y'Sa,(x,y),1(22)
(麺=ρ ・エーω,の'・ ・ ㌦
は 次 の 方 程 式 の 解 で 与 え られ る::・':・
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&β(カ!た)=fap(P,ゐ)
+忍14グ輪 の(亮州&〃(綱 ・ で23)
馳 ゐ)一具輪(P+失 え)(・・)・メ・β(♪一丁虎)9(ρ)醐ど`動'eep(24)
Kαβ,η(カ,カ';虎)
一(2π)-4鵬・碗)弔 ・(カー触 一(揚 々)4β(♪一†り・(25)
こ こで,daP(P)は"着 物 を きk,,伝 播 関 数 で あ って,方 程 式
a・β(P)=d・β(ωω 一 忍4侮(o'(P)X・・(♪)a・・(P)・ .・ ,t・ 色6)
X・・(P)一(2π)一・SdgV・・(P-一－q)a・(q)(27)
で 与 え られ る(図1b)。 た だ し,4ゆ(P)は 自 由 場 の 伝 播 関 数 で あ って,1次の
よ うな2×2行 列 で 表 わ され る(詳 し くは,文 献1)p132を 見 よ):
d(o)(P)=U・(P)・3[P－ω・+`δ・・Pμ ・㈲ ・ ・ ,∵.(28),
ここでジ ・・一(1-!)・u・(P)三(袈;瑠)・ll
c(P)=…he(ρ ・βλ・4(P>==・inhe(P・P)・ ∴
、(29)
い ど ト
た だ し,θ(p,β)は式d(5)で与 え られ るパ ラ メー タで あ り,δ は 正 の微 小 量 を
表 わ す 。t"U'1`t
ま た,"着 物 を き た"ポ テ ン シ ャルVはi次 の 式 で与 え られ る'(図1c)』:
v・β(P)=-iλ ・・V〈p)[δ・P+21111・'(P)Veβ(P)]・・、 ∴ 、} .(30)
π ・・(P)z=一(2π)一・～dgd・β(9)Ap・(9-一－P)・ ,・(3・)・
こ こで,方 程 式(30)を解 くた め に,分 極 部 分fl「afi(P)の,t'依存 性 を 無 視 す
る 近 似 を行 う ・⑭ ユ,(・)一 一(2π)一・ldqA・i(9)A,a(q)、・{32)
さ ら に,π(0)の 各 成 分 が 等 し い と仮 定 し て み よ う,す な わ ち,
πll(0)=1722(0)=∬12(0)=ll21(0)≡rc.一'(33)
そ うす る と,方 程 式(30)は簡 単 に 解 け て,V(♪)は'
・IV(P)=一輌(ρ)τ3一 λ2κu2(ρ)(1'-Tl) .・(34)ぺ ぱ
と書 ける・ただL・ ・一(;1)… 一(1;)・'…' ,(35)
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方 程 式(26)をtiに つ い て 解 く と,':r・!"ジ 』
、4(P)=【1+a(o)(P)x(P)】-1a(o)(P).、j、t.t,,・ 、 、
=[(4(o)(♪))-1十Σ(P)]-1.
L・ .i,、.
式(28)よ り,(d(o)(P))-1=(P－ωρ)τ3+ゴδ(ひガ1)2'・.'
と書 け る か ら,a(ρ)=[(Po-tOp)τ3十Σ 〈lt,)十iδ(ひ.B-1)2]-t.t-(36)
式(34)よ[b,い ま の 近 似 で は1・V}ま'」P。に よ ら な い6し た が っ て,(27)で 与
え られ る Σ も .Poに ょ らな い 。 急 こ で,L 、.,
,X(P)一義 ・・(P)・(・d・E・ ….5・/・ ‥
e・-L・(37)
と 置 く と,(36)は`;t t':i'一
・4(♪)一(P。Lto.,+。、)・≒2+。 、2+。,・(ξ;霊+写1あ 駕 。1三。。)(38)
と書 け る。1だだ し∵ δ≡0とiした1こ れ を,'・(27)に代 入 し,・官 と して(34)をと
る ど,qo積 分 は実 行 で きて,σi(p)'に対 す る次 の よ つな 方程 式 が 得 られ る:
ai(P)一芋1(銘・一 　毒
(講 幾)一論 ぷz
・'三(?)三子1(裏輌:鵡 壷:∴ ♪、,(39)
た だ し,σ12十 σ22--ao2>0と し た 。
方 程 式(39)坑 ひ と つ の 解 と レ て ・ -r 、:'・ 一 . .,一
… 一一竿1(銘 、v・(q)≡ち ・・一・・一 ・・一・ ・(49)
を も`っこ とは容 易 に見 て とれ る。 こ の解 を(38)に代 入す る と,a(カ)は'
鞭)「誌 柑(㍗ 一ρLl∴ ＼ ∵,
=u・D・(P)+U
rP-(P)・ ,、.…`rb).
曝 け る ・ こ こ で ・ 、,_ ..,一 、
Ul・-9(}一{)・ 肌 〒丁 巳={)',・. 、,・ ∵(5・)
で 紘D・(P)一
力晶 晶`γi'F,"tt∴(52)
で 論 。 も 、 ∵ い.!{∴-ll,i' ,'
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こ の ・A(ρ)を,(32)の 右 辺 に 代 入 す る と,'・'、't…:』L-
、π11(・)tin・・( )一(2π)一`!dg、(荒 織 ・,∴ ㍉ 、
・・12(・)一π・・(・)一 π)一・ldg[(
9。一鶴 ・+γ・]・.・ 一
とな る ・ と こ ろ が ・ ～dg・[(蕊 鰺];輌[(誌 ・評 づ
で あ るか ら,qに よ る積 分 を 適 当 にcut-offする こ と にす れ ば,仮 定(33)が成
りた つ。
ま とめ る と,(32)の近 似 の も とで,(34)で表 わ され るV(P)と(50)で 表 わ
され るd(カ)の 組 は?方 程 式(26)・(27)・(30)・(31)のself・consistentなひ
㌔
とつ の解 に な っ て い る 。
そ こで,こ の 解 を用 い て,S(♪,fe)に対 す る 方 程 式(23)一(25)を解 くこ とに
す る。
Y(♪)は21)。に よ らな い の で,式(25)で 与 え られ るK(.P,P';k)は`Po'に
よ らな い。 そ こ で 方 程 式(23)の 両辺 をp。 で 積 分 す る と;
SaP(P,克)==haβ(P,k)9(ρ)βa(k)e-ikot..
+4
,idplk・…e(P,P';ゐ)Se?(P',克)㍉(53)
が 得 られ る.tcだ しiS・P(P,k)・ldP・s・(P,k)・(55)
h・ (P,k)・SaPc(`i(t'+±k)・・z1(P-Sk))・PJ(56)
k…,・v(P,P';k)-14胸明(f・,pi・k)・(57)
こ こで,SdP・D・(P+Sk)D・(♪一丁 十 似(58)
IdP・D・("t'+詞D・(吊 り
一 ±2・i[le。一義 み・P±2ir]-1≡±H・(P・1・)(59)
に 注 意 す る と,(56)の 右 辺 は,
乃。β(抑,え)=力。β(+)(ρ}力)十ゐαβ(一)(〃,え),
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'(60)
hαP(±)(P,k)=一(U±τ3)apH±(P,k)'IJ'(61)・
と 書 け る 。1'
、,
さらに,多 少 の,し か し,初 等的な計算を実行す ることによって,式(61)で
定 義 さ れ るhap(±'(P・k)がr等 式 、ハ
苔κ・あ(ρ,ρ';ゐ)偏ω(〆・劫.
=…±(2π)-47.2rcw2(、p-p')H±(p',た)ltaP(±)(、p,k)(62)
を み た す こ と が 示 され る 。
こ の 等 式 を 利 用 す る と,積 分 方 程 式(53)を 反 復 法 に よ っ て 解 く こ とが で き
イ"∴ 、=]・'
る 。
漸 化 蛭 ω(P,克)=±(2π)一 ・h2L'Sdp'vi(P-p')H±(P',k)1・・n-i・(P',k),n≧・,
1±(o)(P,k)=9(P)(63)
に よ っ て 定 義 さ れ る 歯 数 列 伍(n5(p,k)}を考 え る と,{53)の 解 は
s・P(P・lc)三5・β(+'(P・k):FS・P(一'(P・k)ア
s…"・(P'ki=h.p('±,・(P・le)(碁タ ・1'(剛 兵 ㈲ ゾ 細..∵(64)
と書 ける。
第2節 の最後に述べたように,わ れわれ の目的である拡散流密度 く辺(x)〉
は,こ のようにして得 られ た&β(ρ,ゐ)を用いて書き表わす ことができる。
式(22)の逆Fourler変換を,(21)に代入する と,表 式
〈Jl,(rc)〉-2(2π)可ml4酬1吻一嘉5・ ・〈P,le)1・:(65)
が 得 られ る 。 、,
最 後 に,上 に 求 め た 〈」(x)〉 が 連 続 の 方 程 式 を み た す こ とを確 め る 。
4.連 続 の 方 程 式 の 確 認
粒 子 密 度 の演 算 子 ρ(x)=φ1†(x)ili(x)(66)
の 平 均 値 は,上 と同 様 に して,"グ リー ン関 数"&β(呂 ッ)を 用 い て 次 の よ うに
書 け る:・ 、
〈ρ(x)〉=ρ。+21mS・(x,x)、 ・.'・'r・'.・ 一ー
ー70一
==P・+2(2π)一・lmSdk・・k・!dpS・・(P
,k). (67)'
こ こで,ρ 。 は熱 平 衡 状 態iβ〉 で の密 度,、
ρ・一 〈i31p"(x)1β〉 一 ～脚(e…+・)
であ り・エに依存 しない定数であるポ': .,,
したが って,巨 視的な流れ に対する連続の方程式
÷ 〈ρ(エ)〉+☆〈鋼 〉　・
は,ぷ ・β(ρ,虎)を使 う と .、
-2(2π)一・Imレ∫4硝 吻(k・一」竪)S;・(司 一ρ
,(68)
と書ける。
以下,わ れ われ の求めた解(64)hS',一こゐ式 をみたす ことを示す。 ㍉'
`そ
のために,'まず,H土(P,'k)の定義式(59)から直ちに導かれ る等式i
(k・」 井)H・(P,k)≡2πi'F2irU。(P,k)(69)
に 着 目 し よ う。
t
式(6'1)のtr.1・B=1の成 分 を と;るを ∵　 'tr
h1・(')(P・k)=・rSH・(P,k).・ ㌧ ・s
し た が っ て,式(64)の 両辺 に,(k6-k・pk2i)をか け て, (69)に注 意 す る と,
(k・一 嵜)S・ ・(・(P,k)
一 一[・・ii=irH・(P・k)](¥1…)(P・k))P・(k)・"'ko".
が得 られる。 両辺 を ρ で積分する と,
Id・(ゐ一 聯)s・・(・・(舖 一一πiβ・㈹ ～緬
x{?Sdpl・旬(刷 子÷ 副 砲H・(P,1・)1・…(P,k)}.
(70)
(80)
一 方 で ,ム(n)を き わ め る 漸 化 式(63)の両 辺 をpで 積 分 し,γ の 定 義(49)に
注 意 す る と,
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idpl,(n)(ρ,ゐ)一士÷ ∫吻H・(舖1。 叫 ・(舖,一 力≧1
とな る。 η に つ い て の和 を とる と,∴
4idpi…)(P・k)一∫dp9(P)=±÷ 苔∫吻 疏 ⑭1・ ω(P,k)、
したがって・(8・)の右辺の{…}の 中は{∴ 吋 醜 ω とな り,(8・)}S・
∫吻(k・一縣)s・ ・鯛 一一繊(鳶)・榊 ∫磁(パ ロ
と書ける。 この式を(68)の左辺に代入する と,
∂ ∂
ノ じ へ ゆ
・・f三'"ぼ'～ ・ ∫1・ …
となり・z≒一彦・。、では・連続の方程式が成.P.たっていることがわかる。.
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とこが 大きかったことを記してぽ 二ぷ こ感剛 註
一,・
－bT〈 ρ(x)〉+面r〈 」・(・c)〉=c(x)δ(t-1-t・)・
(c(x)一一(2π)輌 亘ω ∫轟 β;(k)・inE・ど
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